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Ein Satz aus der Th~orie der dreiaxigen 
Coordinatensysteme. 
Von Dr. phiL Oedekind zu Göttingen. 
( Bt>sonders abgedruckt aus Crelle's "Journal fiir die reine \'· ;1ngewandte Mathematik, Bd. 50.") 
Wenn die Winkel YOZ, ZOX,. XOY eines dreiaxigen Coordi-
natensystems durch a, h~ c bezeichnet werden, so wird der convexe Winkel w 
zwischen zwet beliebige~ Richtungen O!Jl und OM' durch folgende Gleichung 
bestimmt: 
( 1 ) laa'sin n2f l3ß' sinh2 t rr' sin c2f (ßr'+ rß')(coshco.sc-cosa)} _ D . . - oos~ + (ya' tay') ( cos ccos a-cos h)tC aß' ff3a' )( cosacosh-cos c) 
\ 
in welcher a, ß, r die Cosin~s der concaven Winkel MOX, MOY, MOZ, 
eben so a', ß', r' die .Cosinu.s der concaven Winkel itl'OX, 11'1'0 Y, '-""''OZ 
sind, und D folgende Bedeutung hat: 
(2.) D = 1- cos a 2 - cos h2 - cosc2 f2 cpsacoshcos c. 
Dieser bekannte Satz schliefst den andern ein, dafs drei solch~ Richtungs:.. 
Cosinus, wie a; ß, y, stets der Bedingung 
(3.) } aasin a
2 + (1ßsinh2 + rrsinc2 + 2ßr ( cosh cosc- COSlt) t = D ) + 2fa(cosccos a- cos h) + 2aß (cos acosh- cosc) t 
Genüge leisten D}üssen. 
Ist das Coordinatensystem rechtwinklig, so geben die Gleichungen (1.) 
und (3.) in die beiden folgenden übe1·: 
aa'+ ßß' + rr' = cos w, 
aaf(3ß + rr = 1. 
Um daher auszudrücken, dafs dann die drei Linien OlJl, OM', OM" ein 
zweites rechtwinkliges Coordinatensystem ·bilden, sind folgende sechs Glei- · 
cbungen nöth~q: 
(4.) 
.1' aa + ßß + rr = 1; 
a'a' + ß'ß' + r'r' = 1; 
t a"a" + ß"ß" tr"r" = 1; 
a'a" tß'ß" + r'r" = 0; 
a"at ß"ß + r"r = 0; 
aa' + ßß' + rr' = 0. 
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Sie sind auch hinreichend zu diesem Zweck, wenn tingenommen wird, da(s 
tlas erste System rechtwinklig sei. , 
Der in' ~ier Überschrift angekündigte Satz ~esteht noh darin, dafs ·diese 
letztere Beschränkung weggelas.'fm werden darf; ·indem die Gleichungen (4.) 
unzweifelhaft ausdrücken, dr1(s beide S,ysterne .durdlaus rechtwinklig .rtein 
müssen. Uer Beweis dieses merkwürdigen Theorems bildet den Gegenstand 
des gegenwärtigen Aufsatzes. 
Zunächst mögen hier ohne weitern Beweis die bekaQnten Folgerungen 
aus den (Jieichungen ( 4.) Platz finden ; nämlich: 
und 
'aaf a'a' 1 a"a" = 1· I ßßtß'ß' tf1';ß" ~ 1; · ßr tß'r' tß"r" = o; ya + y'a' f y"a" = 0; 
aß+ a'(3' + a"ß" = 0; 
(5.) 
Irr+ r'r' + r"r" = t; 
~ ß'r"- ß"r' = ea; . 
(6.) l ß"r -- ß r" = w'; 
t ß r' - ß' r = w"; . 
r' a" - r" a' . f ß; 
r"a - ra" = 8ß'; 
ra'. :...:_r'a = Eßn; 
a'ß"- a"ß' = 8r; 
a"f3 - aj1" = 8r'; 
af'i'- a'f3 . er"; 
wo bekanntlich 88 = 1 ist 
Die ternäre quadratische. Form 
F = xxfyytzz.+ 2yzcasaf2zxcosh f2xycosc, 
(wel~he beimnotlieh das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punctes (xyz) 
von dem Nullpuncte 0 des Coordinatensystems .OXYZ ausdrücl\t) hat zur 
Determinante de.n oben (2.) mit D bezeichneten Ausdruck (das Quadrat des 
Volumens des von den drei Axen OX = OY = OZ = 1 als Kanten gebil-
deten Parallelepipedums), und zur adjungirten Form; . 
li'1 = x:i: sin rl + yy sin b2 + zz sin c2 + 2y.z ( cos b cos c - cos a) 
+ 2zx·(cos,~cosa- cosb)f 2xy(cos a cosb- ·cosc). 
Es ist dann bekanntlich die Iteterminante von F 1 das Quadrat der von F~ 
also = DD~ und \di'e a.djungkte .Form }!~ von F 1 ist = DF. 
Wenn man folgende BeteichDUng einführt: 
; xx·' sin a2 + yy' sin b2 + zz' sin tf + (yz' f zy') ( cos b cos c - cos i1)} 
) f(zx.' +:fz')(co:iccosn~ cosb) + (:r,y' + yx')(cosa cosb- cosc) 
_!__ Ii' (~' . y, z) 
,' • ' .. i, 1 x'., y'., z' ' 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063912
• 3 
so ist aus der Theorie der ternären Formen weiter· bekannt~ dafs 
F~(:: ;: .:)F~(::: ~:: :)-[~~~(::, ~:, :,)J 
F (yz'- zy', za/- xz', xy' -- y:x:') 
2 yz'- zy', zx'-xz', xy''- yx' ~ 
also fm gegenwärtigen Falle 
(7.) == D.ll'(yi'---=zy', zx'-xz'., x'y'-yx') yz'- zy', zx'- xz', xy'- yx' 
'ist. 
Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun leicht, den obigen .Satz zu 
beweisen. OXYZ sei das eine Coordinatensystem mit den Winkeln a, b, c; 
OMM'lJ1" das andere mit den Win,keln m, 'm'~ m;~; OM bilde mit den drei 
Axen o;x, OY~ OZ Winkel, deren Cosinus a, ß, r u. s. w. sind. Dann 
finden folgende sechs Gleichungen· Statt: · 
,F (a, ß, r)=D· 
I a, ß, r J (
a", (3", r'') 
Fl II ß"' II = D; 
a ' ' r 
(8.) ß', r') ß", r" = Dcosm; ß" ")· ß,' ~ =Dcosm'; 
F ( a, ß, r) D " 1 1 _ ß' 1 = COS'In , 
. a, ' r 
welche allgemein die Beziehung zwischen irgend zwei dreiaxigen. Coordinaten-
systemen ausdrücken. Wenn nun aber aufserdem die Gleichungen ( 4.), und 
folglich auch die (5. und 6.) gelten, so erhält man durch Addition der drei 
ersten Gleichungen in (8.): 
(9.) sin a2 + sin b2 + sin C2 - 3D. 
Ferner ergiebt sich aus dem in. (7.) enthaltenen Theurem: 
' 
= D F(ßr'-- ß'r, ra'- r'a, aß'-a'ß) '=· (Ea" Eß" Er") 
- . ßr'-ß'r, ra'-r'a, aß'- a'ß D.F Ea": Eß": Er" 
oder 
D D --: D D cos m112 
- D·~ a" a" t ß" ß" t r" r" t 2{1" r" cos a t 2 r" a" cos b t 2 a~' ß" cos c) , 
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Dsirpn2 = 1 t 2 ß r cosat? r a cosbt 2 aß cosc; 
D sin i1/2 = 1 t 2ß' r' cos a + 2 r' a' _tos h. + 2 a' ß' cos c; 
D sin m112 = 1 + 2 ß"r" WS fl + 2 r" a" cos b + 2 a" ß" cos c; 
und hieraus durch Addition: 
D(sinm tsinm'2 i-sinm112) =: 3. 
.. j 
V ergleicht man diese Relation mit der in ( 9.) ~nthaltenen, so ergiebt sich 
(sina'! +sinb2 tsinc2 )(sin m2 + sinm'2+ sin m112 ) = 3. 3, 
und hieraus 
sin a2 = siu h2 = sin iP = sin m2 • · sinm'2 "l sin tn112 = 1 ; 
d, h. ai_Je sechs Coordinatenwinkel müssen rechte Winkel sein. 
Bei diesem Beweise wurde natürlich vorausgesetzt, d.afs D von Null 
'verschieden sei, d. h. dafs OX, 0 Y, OZ nicht in einer Ebene enthalten sin~~ 
Göttingen, 15. Juli 1854. 
i!; 
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